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Points de Densit4 d'Ensembles de Cantor 
JEAN PIERRE TACCHI* 
In this note we give a combinatorial characterization of the set of density points for a class of 
triadic Cantor sets C with positive measure. As is usual in triadic constructions, there are 2" 
remaining intervals A~,.....~,, ij = 0, 1 after the nth step. At the (n + 1)th step we remove from 
each Ah....,~, an interval Jh.....~, of length 2-"u, > 0 located at the center of Ah.....~,, with the 
assumption Y-~-o u. < 1 that guarantees ICl > 0. A point x E C is characterized by the sequence 
(i,) such that x E Ajj,....~, for every n. Let m(x,n) be the largest integer m<n such that 
i,,÷~ i,. We prove that x is a density point for C iff 
lira 2"-m(x' . ) .  Umtx ' . )  = O. 
(~) 1995 Academic Press Limited 
I. INTRODUCTION 
On se propose dans cette note de donner une caract~risation combinatoire des points 
de densit~ de certains ensembles de nombres r6els. Ce qui, incidemment, nous 
permettra une v6rification ais6e du th6or~me de Lebesgue sur les points de densit4, 
dans le cas de ces sous-ensembles particuliers de la droite r6elle. Rappelons que 
d'apr~s Lebesgue [2], presque tout point d'un ensemble mesurable A cR  de 
mesure > 0 est un point de densit6 de cet ensemble A. 
Le th6or~me de densit6 de Lebesgue 6tant une 6vidence si l'ensemble consid6r6 est 
un ouvert ~2, nous restreindrons la classe des familles de points int4ressant notre 
propos aux ensembles ferm6s nulle part denses. Mais les seuls ensembles de points de 
cette esp~ce qui se prStent bien au calcul sont ceux qui pr6sentent des sym6tries 
suffisamment ombreuses pour que la s6rie g6om6trique y joue un r61e essentiel. Dont 
le type est l'ensemble triadique de Cantor. C'est d'ailleurs avec de tels ensembles que 
Dence [1] a men6 une 6tude similaire ~ la n6tre, parvenant h une condition presque 
n6cessaire t sutfisante pour qu'un point soit de densit6. La principale difficult6 pour 
caract6riser de tels points est de trouver un moyen simple pour contr61er la taille des 
blancs par rapport h celle des segments adjacents contenant les points. 
Pour affranchir les points de l'ensemble des particularit6s dues h la repr6sentation 
triadique des nombres, nous utiliserons une s6rie convergente dont le terme g6n6ral 
u, > 0 mesure la longueur totale des blancs, ou intervalles m6dians, qu'on extrait du 
segment [0, 1] g la (n + 1)i~me 6tape de la construction de notre ensemble de Cantor. 
Comme il est habituel, cette longueur totale provient de l'extraction au (n + 1)i~me pas 
de 2" intervalles de longueurs 6gales, chacun &ant done de longueur 2-"u,. Nous 
supposerons qu'au terme de la dissection de [0, 1], les points qui restent constituent un 
ensemble C de mesure non-nulle. 
On choisira comme fil conducteur pour explorer cette succession de segments et de 
blancs, un proc6d6 combinatoire. Etant donn6 un 'blanc', on rep~re les segments qui, 
au cours de la dissection, restent contigus g ce blanc. I1 se trouve, en effet, que ce 
rep6rage se traduit dans le mode de num6rotage des segments, que nous avons 
emprunt6 h Aleksandrov, par une s6quence plus ou moins longue de 0 ou de 1. Ayant 
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reli6 par une fonction simple, longueur de la s6quence de 0 ou de 1 et mesure du blanc 
contigu aux segments contenant le point, il suffira pour d6terminer les points de 
densit6, de compter le nombre de termes qu'il y a dans une suite de 0 (ou de 1). Pour 
que le point soit de densit6, il faut et il suffit que ces s&tuences ne soient pas trop 
longues afin que le blanc reste de longueur n6gligeable par rapport h celle des segments 
adjacents. 
Cette propri6t6 mise en 6vidence, il est alors facile de v6rifier le th6or~me de densit6 
de Legesgue sur l'exemple trait6. La preuve est g6ometrique. Elle consiste h dilater 
une partie des intervalles dont l'extraction de [0, 1] aboutit ~ la construction de C. 
Donnons nous un entier k t> 2. On initialise ce processus de dilatation des 'blancs' 
une 6tape donn6e N de la dissection de [0, 1], ceux extraits aux 6tapes pr6c6dentes 
restant inchang6s. A partir de l'6tape N + 1, on retire, au lieu des intervalles extraits 
initiau×, des intervalles plus grands obtenus en dilatant ces intervalles initiaux ~ partir 
de leur centre, et dans le rapport k. Le nouvel ensemble de Cantor obtenu est un 
sous-ensemble Ck.N de C. On s'aperqoit que pour chaque entier k ~> 2 fix6, il y a une 
classe C~ de points de C qui finit par atre absorb6e par ce processus de dilatation des 
blancs, quel que soit le niveau de dissection N of] d6bute le processus (~'est ~ dire que 
C;, est la diff6rence ntre C et UN Ck,N)" 
II est facile de v6rifier que chaque ensemble C~ est n6gligeable. Mais comme, par 
ailleurs, notre caract6risation a montr6 que les points de densit6 de C sont pr6cis6ment 
ceux qui n'appartiennent h aucun des C;, o~a k parcourt l'ensemble %1 des entiers 
positifs, la v6rification du th6or~me de Lebesgue st termin6e. 
2. CONSTRUCTION DES ENSEMBLES 
On se donne une s6rie ~ termes (strictement) positifs convergente et de somme <1, 
~un=T<l .  
0 
On notera IAI la mesure d'un sous-ensemble rnesurable A de [0, 1]. 
Pas 1. On extrait du segment I[0, 1] = A, l'intervalle m~dian J dont le centre co'fncide 
avec celui de A et dont la longueur est 6gale au premier terme Uo de la s6rie 
IJI = Uo < 1. 
Pas 2. On extrait respectivement dechacun des segments restants Ao, A1, les intervalles 
m6dians Jo, J1 qui ont m~me longueur, et dont la somme des longueurs est 6gale au 
deuxi~me terme u~ de la s6rie: 
IJ01 = IJll; IJol+lJal=ua<T-Uo<l-Uo. 
I1 subsiste donc au terme de cette deuxi~me 6tape, quatre segments 6gaux 
A0o, Am, A10, An; 
1 - (u0 + ul) 
IAi,,.~l = 22 , ij e {0, 1}, j = 1, 2; 
Aili 2 ~ Ai,.  
Pas n + 1. On extrait respectivement de chacun des 2" segments restants A;,...~°, les 
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intervalles m6dians J~,...~. qui ont m~me longueur et dont la somme des longueurs est 
6gale au (n + 1)-~me terme de la s6rie: 
~l,,... j=2-"u,, i jE{0,1}, j= l ,  2 .... ,n. 
Faisons alors tendre n au del~ de tout nombre entier positif, fi_x6 ~ l'avance. La s6rie 
~, u, 6tant eonvergente, u devient alors plus petit que tout nombre r6el E > 0, donn6 
l'avance. Ce qui entra]ne l'in6galit6: 
2"[/i,...j = u, < e pour tout n > n0(E) 
caract6risant IJg,...j comme n~gligeable par rapport ~ 2-": 
~I,,...,.I << 2-". (1) 
Au terme du processus de dissection de ~0, 1], on obtient un ensemble C parfait, 
nulle part dense dont la mesure est I - 7. Chaque point x E C est rintersection de la 
famille d6nombrable {Ai,...i.},~N de segments A;,...i., la suite ia" "  i , . - .  (i, E {0, 1}, 
n ~ ~J) sch6matisant: 
(i) la famille d'intervalles m6dians air..,'._,; 
(ii) l'ordre dans lequel on les extrait de [0, 1]; 
(iii) celui des deux segments A~,...~._~0, A~,...~._,I qu'il faut garder pour aboutir 
{x} = N a,,...,. 
n~N 
Les 2 "+1 segments restants zl~,...~.+, ont tous la m~me longueur, 
1 - (u0 + ul + -.- + u,) 
la~,...~.÷,l = 2 .+1 , 
et leur longueur totale est 6gale h: 
1 - (Uo+Ul  + .." +u. )  = [1 - (Uo+Ul  + .." + u. -0]  -u .  
ce qui suppose v6rifi6e l'6galit6 stricte: 
u.  < 1 - (Uo + u~ + .. .  + u . -1 )  
qui l'est toujours, puisque: 
Faisons alors cro~tre le 
l'avance 
n-1  n--1 
u.<v-  ~ u j< l -  Y. u;. 
j=o  j=o  
nombre entier positif n, au-del~ de tout nombre donn6 
lim 2"+l . lA~,...i.÷~l = l im(1-  ~ uj) = l - y >O. 
. . -b~ n--b=x j=O 
Autrement dit: 
[Ai,...j est du m~me ordre de grandeur que 2-", 
la,,...j × 2-". (2) 
Les relations (1) et (2) sont les deux relations fondamentales qui 6clairent toute la 
question. 
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3. POINTS DE DENSI'I~ 
On notera Cx,y l'intersection de C avec le segment [x, y]. On dit que x est un point de 
densitd ~ droite de C si 
lira IC~.~+hl= 1 
h--,O, h >0 h 
et de mSme pour la densit6 ~ gauche. Le point x est un point de densit6 de C s'il est de 
densit6 ~ gauche t ~t droite. 
REMAROUE PRt~LIM1NAIRE. Pour que x soit un point de densit6 h droite de C, il faut et 
il suffit qu'il existe une suite (h.),~N de nombres positifs tendant vers 0 telle que: 
l in in fh '+ l>0 et ICx'~+h"l--*l quandn-- .+oo. 
~-.® h~ hn 
Si on prend pour hn la longueur de Ajr.q ., on constate immddiatement qhe: 
lira h~ = lim Izl~,...j -- 0 et lim IAr..t~.÷,l__ ½, 
ce qui nous permettra d'utiliser cette suite (hn) pour tester si un point x est un point de 
densit~ de l'ensemble C. 
LEMME. L'origine (resp. l'extr~mit~) des intervalles m~dians ont des points de densit~ 
gauche (resp. ~ droite) de C. 
PREUVE. On prend pour x l'origine de l'intervalle m6dian J~r--l.: 
~2= Air"i"Olm*2""i'*" Ira+ k = 1, k = 2, 3 , . . . ,  l. {x} 
Pour n > m, nous allons calculer la mesure totale qui sera extraite de A~,,._,~ n au tours 
des 6tapes de la construction de C. 
Pas n +p. On a extrait, en tout, ~ce pas, du segment A~I...~. les: 
1 + 2 + ' "  + 2 p = 2 p÷I - 1 intervalles Ji,...i., Ji~...~n~..~ . . . , J~r"J.~..v"in., 
dont la somme des longueurs est 
sn+p __ Un Un+l + pUn+- 1 
n -~+220+-'--T " "+2 2,,+~=~[u,,+u,,+l+...+u,,+p]. 
Faisons croitre p au-del~ de tout nombre donn6 ~ l'avance. On obtient 
2 ~. $7 = ~ u~ < ~ quel que soit n > no(e), 
ot~ $7 repr6sente la somme des longueurs des intervalle~ extraits de Aj,...~ au terme de 
la dissection de U0, 1], c'est ~ dire la mesure de A~,...,~,\C; nous venons de voir que $7 
est n~gligeable devant 2 -~ done, d'apr~s (2) devant lair.. J
S~* << IAj,...,nl. (3) 
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I1 sulfit pour terminer la preuve de prendre h,, = IA~,...~J, I1 suit alors de (3) que 
lira IC' N A~r..~, i = 0 
n-.l~o~ h n 
oh C' d&signe le eompl6mentaire de C, ee qui signifie puisque x est l'extr~mit6 de 
ah,...,~ " que 
lira IC~-h,,xl = 1, 
n-.-~ o h m 
et par cons6quent x est un point de densit6 h gauche de C ($videmment un tel point x 
n'est pas un point de densit6 h droite de C). 
A tout x • C est associde la suite iz. • • in " • de 0 et de 1 schdmatisant les op6rations 
de dissection de [0, 1] aboutissant au point x. Ainsi, h route suite commen~ante il • • • in 
de la suite pr~ lente  est associ~ le blanc Jh.,4,, le point x appartenant h l'un Ah..j,0 ou 
l'autre Ah...~. ~ des segments restants 6pards par Jh.-.~,. 
Se plaqant hun  pas n queleonque du processus de ddcomposition du segment ~0,1]I 
on consid~re la longueur n -  (m + 1) de la sdquenee du m~me symbole 0 ou 1 
terminant la sous-suite commenqante i~• • • in, par exemple: x • Air..~.0u... ~. (P~ur ~tre 
precis, le nombre m est une fonetion m(x, n) du point x et de l'entier n). 
Pendant n - m ~tapes cons~cutives lepoint x reste dans des segments dh...~,÷t contigus 
au m~me blanc Jh...i, (l = 1, 2 . . . ,  n - m). 
Si lorsque n tend vers +0% le blanc Jh-..i.. devient de longueur n6gligeable par rapport 
ceUe des segments Ah...~.÷, auxquels il reste contigu, il suit des relations d6s (1), (2) et 
(3), que les blanes qui apparaissent dans les segments Ai,...~,÷, sont n6gligeables devant 
En prenant pour demi-longueur l de l'intervalle un 6quivalent de IA~,...,,J, on sera 
assur6, compte tenu des relations (1), (2) et (3) que: 
• I J i r J  est du m~me ordre de grandeur que ICj,-t.~+tl IA~,...~.J 2l 
On peut maintenant 6noncer le principal r6sultat de eette note. Soit x un point de 
l'ensemble C: {x}= r~N Ah...~ .. La s6quenee de 0 ou la s6quence de 1, terminant la 
suite i1""  in a une longueur, hombre de symboles, n - (re(n) + 1) =p(n).  Pour ne pas 
alourdir les notations, les nombres entiers positifs re(n), p(n),  seront not6s m, p. 
THI~OR~ME. Pour que le point x • C en soit un point de densitY, il faut et il suffit que 
les blancs Jh...i. contigus aux segments Ah...i.+p÷, soient de longueur n~gligeable par 
rapport ?~ celle de ces segments: 
• u, .  2, = o}. 
PRetrw. Si la suite (in) de 0 et de 1 correspondant a x est stationnaire, l'entier m 
reste constant a partir d'un certain rang n, done limn urn2 p = + % et d'un autre c6t~ le 
point x correspondant est une extr~mit~ d'intervalle mb:lian qui n'est clairement pas un 
point de demit~. Nous avons done l'~quivalence souhait~ dam cccas ,  et nous 
supposerons d~sormais que la suite (in) n'est pas stationnaire. 
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D'apr~s la relation c16 (2), quand n tend vers +oo, IAi,...d est de l'ordre de 2-". 
Puisqu'on cherche ~ d6terminer ~quelle condition: 
ICx-~,x+tl 
limt_.o = 1, 
2l 
il est alors naturel, d'apr~s la remarque pr61iminaire, de choisir pour demi-longueur l 
de l'intervalle Ix - l(n), x + l(n)[, la fonction l(n) = IAi,...d - (1 - ~/)2-". 
On se place maintenant au pas n du processus de dissection du segment [0, 111. La 
n-~me position de la suite non stationnaire il • • • i, est occup6e par un symbole 0 ou 1, 
qui est le dernier d'une suite de p = n - (m + 1) symboles (ofa m < n - 1) qui sont soit 
tous des 0 soit tous des 1. On d6cidera d6sormais pour fixer les id6es que ce sont tous 
des 1. Le choix du symbole 1 pour terminer la suite au pas n, impose au point x 
d'appartenir au segment restant Ah...~m0 s6par6 du segment Ah...,. 1 par l'intervalle 
m6dian Jil..-i,.- 
On est assur6 par le choix de l(n) que Ix - l(n), x + l(n)[ ne d6borde ni le segment 
A+,_~(x) -'tL'-~-l----'l n i le  segment A,- l (x)  -'tl'--~-l----'l- "-'~r..~,o11...1, qui font partie des - -  l . a i t . . . im lO0. . .  0 
segments restants au pus n - 1. 
On se propose alors d'6valuer la mesure IC'-t(,),x+t(,)l des interstices entres les 
points de C~-t~,).~+~,). La mesure des interstices entre les points de C~-t(,~,~+t(,) est 
certainement inf6rieure h la somme des mesures: 
(i) des interstices entre les points de (C tq A,_l(x)) t.J (C tq A~_l(x)); 
(ii) de l'intervalle m6dian Jh---~." 
Faisons alors cro~tre n au delh de tout nombre donn6 ~ l'avance. On suit par la 
relation (3) du Lemme que les deux ensembles C' f'l Ah...~,,m... 1 et C' fq Ah...~,,~0o...o, s nt 
de mesure n~gligeable devant I,a~,...~.01a...al, Iz~,...t.a0...01 
I f '  n ,a~,...~.x0o...ol << IA~...~.10...ol, IC' tq Ah...i=oal...al << IAi,---~.0a..ql • 
Mais la relation fondamentale (2) nous assure que IA~...~,,a0o...ol, IAi,...~,0a...ll sont du 
m~me ordre de grandeur que 2-" done que IAi,...d = l(n). Seule importe, done pour 
l'6valuation de la mesure des interstices entre les points de Cx-t(n),x+t(n), la 
comparaison avec le terme [li,...i.I =Um " 2 -m. 
Pour que la mesure des interstices entre les points de C~-tt,),x+t(,) soit n~gligeable 
vis-a-vis de la longueur 2l(n) de l'intervalle ]ix - l(n), x + l(n)[ il faut, &ant donn6 que 
2l(n) est de l'ordre de grandeur de Izl;~... d, que [/h-..J soit n~gligeable par rapport 
I%.  ,ol. 
L'entier n restant constamment inf6rieur a n (m < n), il suit de (1), (2) et (3) qu'une 
condition suffisante pour que x soit un point de densit6 de C, se ram~ne a la condition 
laquelle doit satisfaire m(n)  consid6r6e comme fonction d6finie sur les nombres 
positifs n ~ N, afin que 
Urn(n)  " 2 -re(n) << 2-". 
Autrement dit la condition 
lim urn(.) • 2 "-m(") = 0 
. - .~ao  
implique que x est un point de densit6 de C. 
RI~CIPROQUE. Faisons, a contrario, l'hypoth~se absurde que 
(H) um• 2 ~-m ne tend pus vers z~ro quand n tend vers +~.  
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Supposons pour fixer les id6es qu'il existe 8 > 0 et une infinit6 de valeprs de n telles 
que Um2"-m>~ 8 > 0 et telles que ira÷2 . . . . .  i, = 1. AU lieu de prendre la fonction 
IA,,...,.I pour demi-longueur l(n) de l'intervalle Ix - l(n), x + l(n)[, on prend le double 
l(n) = 2 Iza,,...j ~ 2. (1 - 3')" 2-". 
On est alors assur6 que non seulement ~x-  l(n), x + l(n)[ empi~te sur J~...i., mais 
encore que la longueur de l'intersection de ces deux intervalles est au moins 6gale ~ la 
plus petite des deux longueurs Iza,,... d, IJ,,...,,.l: 
I]x - l(n ), x + l(n)[ n J~,...;.I/> min(IA,,...j, [/,,...j}. 
Mais du fait de l'hypoth~se (H) que la longueur IJ~,...J n'est pas n~gtigeable devant 
IA~,...~ ...,. I, on voit que IC;,.x+t(,)l/l(n) >~ IJ~,...J/2 • IA~,...,..I ne tend pas vers z6ro, quand 
n tend vers +~,  donc x n'est pas un point de densit6 de C. 
Donnons une autre expression du r6sultat. 
COROLLAIRE 1. Soit x E C et soit (i,) la suite de 0 et de 1 associ~e ~ x. Pour que x soit 
un point de densit~ de l'ensemble C, il faut et il suffit que la suite (i,) ne ~oit pas 
stationnaire, et que la suite (kj) des instants de changements (ik, ~ ik,- 1) u~rifie 
lim Ukj_2 kJ÷~ -kj = O. 
Pour comprendre le corollaire, il suffit de remarquer que si on prend n = k j÷] -  1, 
l'entier m associ6 h n dans ce cas est 6gal h kj - 2. 
Nous sommes d6sormais en mesure de v6rifier le th6or~me de densit6 pour 
l'ensemble C. Donnons d'abord une d6finition: on r6partit les points de C en deux 
classes disjointes: la classe C* des points de C qui en sont des points de densit6 et la 
classe C rassemblant les points de C qui en sont des points exposes 
C = CxC*. 
La relation lim,_.= u,,(x.,) • 2 -"(~'") • 2" = 0 met en 6vidence que la condition n6cessaire 
et suttisante pour qu'un point x ~ C soit un point de densit6 est que l'intervalle m6dian 
J~,...~. contigu au segment A~,...~..~ 3 x ait une longueur IJ~...,-.I = um• 2 -m n~gligeable par 
rapport h celle de A~,...~..p, IA,,...,. J -  2-(re+P), quand m tend vers +~.  
Ce qui d'embl6e, 61imine de la classe des points de densit6 l'ensemble d6nombrable 
des extr6mit6s des intervalles m6dians J~,...~o. 
On se limitera donc d6sormais ~ la consid6ration des points x ~ C dont la 
repr6sentation dyadique i ] . . . i , . - ,  n'est pas stationnaire. Ce qui signifie que les 
num&os m(x)+ 2 des rangs n of 2 la suite i~ . . .  i , . . .  change de symbole constituent 
une suite infinie. On montre alors le: 
COROLLAIRE 2. L'ensemble ~ des points de C qui en sont des points exposes est de 
mesure  nul le .  
PREUVE. D'apr~s le th6or~me, le point x est expos6 si et seulement si u,,(x.,) • 2 p(~'") 
ne tend pas vers z6ro quand n tend vers +~;  cela signifie qu'il existc un nombre r6el 
positif M(x) tel que, quel que grand soit le nombre entier N, il existe un entier 
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m(x)  >t 3 c de sorte que la s6quence du m~me symbole 0 ou 1, im÷2"" im+p,  ait une 
longueur p assez longue pour que 
Umtx~" 2 p >~ M(x)  > O. 
Ce qui, g6om6triquement, signifie que le blanc J;,...i, contigu au segment Ail...im÷p ~ X est 
de longueur assez grande par rapport h celle du segment A,.,...i,÷p, pour que 
l'homoth6tique PwM(x)(J~,...J dans l'homoth6tie de centre, celui de J~,...~ et de rapport 
2/M(x) ,  absorbe Ai~...~,,.p 3 x, 
{IJ~,...,'J > M(x)  . Iza,,...~.+,l} ~ {PwM(~)(Ji,...i,) = A,,...i,., 3 x}. 
A tout nombre entier positif k ~ N, on associe le sous-ensemble ~k de points expos6s: 
~ = {x ~ C: M(x)  >i 1/k}. 
On va montrer que l'ensemble ~:k est de mesure nulle. Pour cela on consid~re un 
nombre entier positif N. Dilatons chacun des intervalles m6dians J~,...~,....~,.., (l e N) 
qu'on va pouvoir extraire des 2 ~" segments A~,...~., par des homoth6ties P2k(J~,...i.,..,) dont 
les centres ont ceux des intervalles m6dians J~,...~,.+, et dont le rapport commun est le 
nombre entier 2k. On est assur6 que quel que soit le point expos6 x E ~k, il existe un 
nombre entier re (x )= X+ l, v6rifiant les in6galit6s et la chaTne d'inclusions: 
J~...i.,.÷, = pz~(J~,...i,..,) ~- PwM(~)(Ji,...J = ai,...i,., ~ x, 
2 
M(x)  " [ l "~" ' l  <~ 2k . IJ,,...,,.J = IJ;,..-,,-.,l • (4) 
Ce qui valide l'implication 
x E 'k :> XE I_J ( [,..J J~,-.-~,.,/" (5) 
I~N \ i l ' " i~.~t / 
Donnons nous le nombre r6el E > 0. Quel que grand soit le nombre entier k, il suffit de 
prendre le nombre entier N assez grand pour &re assur6, la s6rie ~?=un 6tant 
convergente, que 
/=1 /=1 i~÷~...~-, t 
Ce qui rapproch6 de (5), entra~ne imm6diatement l'in6galit6 
I~1 < ~. 
Mais k 6tant ind6pendant de ~ et ~ 6tant arbitraire, l'ensemble ~ est donc de mesure 
nulle. La r6union d6nombrable d'une famille d'ensembles de mesure nulle est encore 
un ensemble de mesure nulle. 
EXEMPLES D'APPLICATION DU THI~OREME PRINCIPAL. Supposons que notre ensemble de 
Cantor soit obtenu en enlevant d'abord un intervalle m6dian de longueur 1/4, puis 
deux intervalles m6dians de longueurs 1/16, quatre de longueur 1/64, etc.; c'est ~ dire 
que notre s6rie aura pour terme g6n6ral un = 2 -"-2, et pour somme 3' = 1/2. Le crit&e 
pour que x soit point de densit6 se r6duit simplement ~u,~2 p= 2-"+P-2--->0, c'est 
dire simplement h m-p  ~ oo. Si on d6signe par cn le prochain changement apr6s n, 
c'est h dire le plus petit indice k>n tel que i k~ i , ,  cela revient ~ dire que 
2n - c, ---> + oo. 
Points de densit6 d'ensembles deCantor 653 
Dans le cas des ensembles considdrds par Dense, les trous de la (n + l.)-i~me 6tape 
sont de taille a3 -n, avec 0< a < 1 (au lieu de a = 1 pour l 'ensemble triadique de 
mesure nulle usuel). Dans ce cas u~ = a3-~2 n, et on voit que x est un point de densit6 
si et seulement si 
lim(kj log 3 - kj+l log 2) = + oo 
J 
o~a comme dans le corollaire 1 la suite (kj) ddsigne la suite des instants de changement. 
On peut aussi exprimer cette condition par 
log 3 
cn - n log 2 ~ - ~" 
Si on prend pour un une s6rie de Riemann, un = 1/(n + 1) 2, la condition devient 
-2  log(re(x, n)) +p(x, n) log 2---~ -oo. 
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